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• Sur l’intervalle ]1 ; +∞[, la fonction f est continue et strictement décroissante. De plus

1 ∈
]

lim
t→+∞

f (t ) ; f (1)
[

. Donc, d’après le corollaire du théorème des valeurs intermé-

diaires, l’équation f (t ) = 1 admet une solution unique dans ]1 ; +∞[. On l’appelle t2.

D’après la calculatrice : f (2,54) ≈ 1,002 > 1 et f (2,55) ≈ 0,996 < 1 donc 2,54 est une
valeur approchée de t2 à 10−2.

4. Pour une concentration du médicament supérieure ou égale à 1 gramme par litre de sang, il
y a un risque de somnolence. C’est donc quand f (t )> 1.

f (t )> 1 pour t ∈
[

t1 ; t2
]

, soit pour une durée égale à t2 − t1 qui vaut environ 2,54−0,25 soit
2,29 heures; cela fait environ 2 heures et 17 minutes.

Partie D : concentration moyenne

La concentration moyenne du médicament (en gramme par litre de sang) durant la première heure

est donnée par : Tm =
∫1

0
f (t ) dt où f est définie sur [0 ; +∞[ par f (t )= 5t e−t .

On utilise une intégration par parties :
∫b

a
u(t )v ′(t ) dt =

[

u(t )v(t )
]b

a
−

∫b

a
u′(t )v(t ) dt .

On pose

{

u(t )= 5t

v ′(t )= e−t donc

{

u′(t )= 5
v(t )=−e−t

Tm =
∫1

0
5t e−t dt =

[

5t ×
(

−e−t
)]1

0 −
∫1

0
5×

(

−e−t
)

dt =
[

−5t e−t
]1

0 −5
[

e−t
]1

0

=
(

−5 e−1 −0
)

−
(

−5 e−1 +5 e0)= 5−10 e−1 ≈ 1,32

Exercice 4 5 points

A

B

C

O

K

−→
ı

−→


−→
k

L’espace est muni d’un repère orthonormé
(

O ;
−→
ı ,

−→
 ,

−→
k

)

.

On considère les points A
(

2
p

3 ; 0 ; 0
)

, B (0; 2; 0), C (0; 0; 1) et K
(p

3
2 ; 3

2 ; 0
)

.

1. La droite (CK) est l’ensemble des points M
(

x , y , z
)

tels que
−−→
CM et

−−→
CK soient colinéaires,

c’est-à-dire tels que
−−→
CM = t .

−−→
CK où t ∈ R.

−−→
CM a pour coordonnées





xM −xC

yM − yC

zM − zC



=





x

y

z −1



 et celles de
−−→
CK sont





xK −xC

yK − yC

zK − zC



=









p
3

2
3
2

−1








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−−→
CM = t .

−−→
CK ⇐⇒





x

y

z −1



= t .









p
3

2
3
2

−1









⇐⇒















x =
p

3
2 t

y = 3
2 t

z = −t +1

La droite (CK) a donc pour représentation paramétrique















x =
p

3
2 t

y = 3
2 t

y = −t +1

(t ∈ R)

2. Soit M(t ) un point de la droite (CK) paramétrée par un réel t . Le point M a donc pour coor-

données
(p

3
2 t , 3

2 t , − t +1
)

OM(t )2 = (xM −xO)2 +
(

yM − yO
)2 + (zM − zO)2 =

(p
3

2
t

)2

+
(

3

2
t

)2

+ (−t +1)2

=
3

4
t 2 +

9

4
t 2 + t 2 −2t +1 = 4t 2 −2t +1

Donc : OM(t )=
p

4t 2 −2t +1.

3. Soit f la fonction définie et dérivable sur R par f (t )= OM(t ).

a. f (t )=
p

4t 2 −2t +1 donc f ′(t ) =
8t −2

2
p

4t 2 −2t +1
On étudie le signe de f ′(t ) sur R.

t −∞ 1
4 +∞

8t −2 − 0 +

2
p

4t 2 −2t +1 + +

f ′(t ) − 0 +

Donc la fonction f est strictement décroissante sur l’intervalle
]

−∞ , 1
4

]

, et strictement
croissante sur l’intervalle

[ 1
4 , +∞

[

.

b. On en déduit que f atteint son minimum pour t = 1
4 .

4. Le projeté orthogonal du point O sur la droite (CK) est le point M de la droite (CK) tel que
la distance OM soit minimale; le point de la droite (CK) réalisant ce minimum correspond
donc à t = 1

4 .

C’est donc le point de coordonnées
(p

3
2 × 1

4 , 3
2 ×

1
4 , − 1

4 +1
)

soit
(p

3
8 , 3

8 , 3
4

)

est le projeté or-

thogonal du point O sur la droite (CK); on l’appelle H.

5. On montre que H appartient au plan (ABC).

•
−−→
AK a pour coordonnées









p
3

2 −2
p

3

3
2 −0

0−0









=









−3
2

p
3

3
2

0−0









et celles de
−−→
AB sont





0−2
p

3
2−0
0−0



=





−2
p

3
2
0





Donc
−−→
AK = 3

4

−−→
AB donc les points A, K et B sont alignés donc K ∈ (AB).

• On a :
K ∈ (AB)

(AB) ⊂ (ABC)

}

=⇒ K ∈ (ABC) =⇒ (CK) ⊂ (ABC)
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• On a :
H ∈ (CK)

(CK) ⊂ (ABC)

}

=⇒ H ∈ (ABC)

Donc H est un point du plan (ABC).

On montre que H est l’orthocentre du triangle ABC.

•
−−→
CK ·

−−→
AB =

p
3

8 ×
(

−2
p

3
)

+ 3
8 ×2+

(

−1
4

)

×0 =−3
4+

3
4 +0 = 0 donc

−−→
CK ⊥

−−→
AB donc (CK) ⊥ (AB).

Comme H ∈ (CK), on en déduit que (CH) ⊥ (AB).

•
−−→
AH a pour coordonnées









p
3

8 −2
p

3
3
8 −0

3
4 −0









=









−15
8

p
3

3
8
3
4









et celles de
−−→
BC sont





0−0
0−2
1−0



=





0
−2
1





−−→
AH ·

−−→
BC =−15

8

p
3×0+ 3

8 × (−2)+ 3
4 ×1 = 0− 3

4 +
3
4 = 0 donc

−−→
AH ⊥

−−→
BC donc (AH) ⊥ (BC).

(AH) et (CH) sont donc deux hauteurs du triangle (ABC) donc H est l’orthocentre de ce tri-
angle.

6. a. On démontre que la droite (OH) est orthogonale au plan (ABC).

• On sait que
−−→
OH ⊥

−−→
CK.

•
−−→
OH ·

−−→
AB =

p
3

8
×

(

−2
p

3
)

+
3

8
×2+

1

4
×0 =−

3

4
+

3

4
+0 = 0 donc

−−→
OH ⊥

−−→
AB.

• Les vecteurs
−−→
CK et

−−→
AB ne sont pas colinéaires donc ce sont deux vecteurs direc-

teurs du plan (ABC).

Le vecteur
−−→
OH est orthogonal à deux vecteurs directeurs du plan (ABC) donc c’est un

vecteur normal au plan (ABC). Donc la droite (OH) est orthogonale au plan (ABC).

b. D’après le cours, si le vecteur
−→
v de coordonnées (a ,b ,c) est normal à un plan P , alors

ce plan a une équation cartésienne de la forme ax +by +cz +d = 0.

Le vecteur
−−→
OH

(p
3

8 , 3
8 , 3

4

)

est un vecteur normal au plan (ABC), donc le plan (ABC) a

une équation de la forme
p

3
8 x + 3

8 y + 3
4 z +d = 0 c’est-à-dire x

p
3+3y +6z +8d = 0.

On détermine la valeur de d en exprimant que le point A appartient au plan (ABC).

A ∈ (ABC) ⇐⇒ xA
p

3+3yA +6zA +8d = 0 ⇐⇒ 2
p

3×
p

3+3×0+6×0+8d = 0

⇐⇒ 6+8d = 0 ⇐⇒ 8d =−6

Le plan (ABC) a pour équation : x
p

3+3y +6z −6 = 0.

7. (CK) est une hauteur du triangle (ABC) donc l’aire de ce triangle est égale à 1
2 CK×AB.

• Le vecteur
−−→
CK a pour coordonnées

(p
3

2 , 3
2 , −1

)

donc :

−−→
CK 2 =

(p
3

2

)2
+

( 3
2

)2 + (−1)2 = 3
4 +

9
4 +1 = 4 donc CK = 2.

• Le vecteur
−−→
AB a pour coordonnées

(

−2
p

3 ,2,0
)

donc :
−−→
AB 2 =

(

−2
p

3
)2 + (2)2 + (0)2 = 12+4+0 = 16 donc AB = 4.

L’aire du triangle (ABC) est donc égale, en unités d’aire, à : 1
2 ×2×4 soit 4.
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